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1 Introdução

A qualidade principal de um instrumento de medição é a de medir com o mı́nimo erro,
isto é, um instrumento de medição de boa qualidade deve ser capaz de apresentar resultados
com pequenos erros de medição. Entretanto, por melhores que sejam as caracterı́sticas de um
instrumento, este sempre poderá apresentar erros. Muitos são os setores da ciência onde é
necessária uma boa precisão, como é o caso da Meteorologia (que tem como foco o estudo dos
processos atmosféricos e a previsão do tempo). Neste sentido, este trabalho apresenta o método
de estimação no Modelo Funcional para a Temperatura do Ar (Y) em função da Radiação Global
(X), onde as duas variáveis envolvidas possuem erros de medição.

2 Material e métodos

2.1 Dados referentes ao trabalho

Foram obtidos junto a Faculdade de Meteorologia da Universidade Federal do Pará (UFPA),
e se referem a 80 medidas de Temperatura do ar e Radiação Global que foram coletadas sobre
uma cultura de soja na região de Paragominas, região nordeste do Estado do Pará.

2.2 Modelo de regressão com erros nas variáveis (MEV)

Para Linna e Woodall (2001), erros de medição significantes frequentemente existem em
diversas aplicações. Portanto, sabe-se que fisicamente, toda medição é passı́vel de erros, por
isso, este é o argumento mais forte para acreditar que estão presentes, quer sejam provocados
pelo instrumento de medição, pelo operador ou por fatores externos (sol, chuva, vento, entre
outros). Os modelos com erros nas variáveis que na verdade é uma generalização dos modelos
de regressão padrão (clássico), são adequados para estes casos.
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Suponha um modelo de regressão, onde as variáveis Ui e Yi são duas quantidades não ob-
serváveis e estão relacionadas a partir de uma equação linear como apresentada por Moran
(1971) que pode ser visto como

yi = α+β Ui, i = 1, ...,n (1)

em que α e β são parâmetros desconhecidos. Porém, nem y e nem U são observados direta-
mente, de modo que os valores observados são Xi e Yi, em que Yi = yi + εi e

Xi =Ui +δi (2)

onde i = 1, ...,n sendo os εi e σi erros independentes e identicamente distribuı́dos, com média
zero e variâncias finitas dada por σ2

ε e σ2
δ

, respectivamente. Assim, o modelo dado em (1), pode
ser reescritos como yi = α+β Ui + εi para i = 1, ...,n.

É importante ressaltar que no modelo com erro nas variáveis, as variáveis Ui
′s podem se

apresentar de maneiras diferentes, Fuller (1987), afirma que quando Ui
′s são considerados

constantes tem-se o modelo funcional, e com isto, o número de parâmetros cresce de acordo
com o tamanho da amostra, fazendo com que no modelo existam n+ 4 parâmetros ao todo,
sendo eles: α , β , σ2

ε , σ2
δ

e Ui , com i = 1, ...,n. Já quando Ui
′s são considerados variáveis

aleatórias, tem-se o modelo estrutural µµ e variância σ2
µ, neste caso, têm-se seis parâmetros no

modelo, sendo eles α , β , µµ , σ2
ε , σ2

δ
e σ2

µ.
Neste trabalho, o modelo com erros nas variáveis utilizado é o modelo funcional. Almeida

(2003) destaca que a estimação dos parâmetros da regressão no modelo funcional só é possı́vel
se forem feitas suposições adicionais aos parâmetros.

Seja o modelo funcional formalmente definido por Almeida (1999 e 2003) dado pelas
equações (1) e (2) sendo que Ui são as constantes fixadas (parâmetros incidentais), e εi , δi

os erros de medição considerados normais, independentes e identicamente distribuı́dos, ambos
com média zero e variâncias constantes dados por σ2

ε e σ2
δ

, respectivamente, sendo a equação
de regressão estimada no modelo com erro nas variáveis dada pela esperança da equação de
regressão populacional de Y , isto é, por

Ŷ = α̂+ β̂ Ûi; i = 1, ...,n (3)

sendo os estimadores da regressão, α̂ e β̂ dados por

β̂ =
SXY

SXX −σ2
δ

(4)

e α̂ = Y − β̂ X em que, X e Y são suas respectivas médias, SXX e SXY são

SXX =
1

n−1 ∑(Xi−X)2 (5)
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SXY =
1

n−1 ∑(Xi−X)(Yi−Y ). (6)

O estimador não viesado da variância do erro do modelo funcional é igual a variância do
modelo, que é dado por

σ̂Y
2
=

1
n−2 ∑(Yi− Ŷi). (7)

Fuller (1987), Almeida (2003) e Carvalho Jr. (2007) mostram que o melhor estimador

linear não viesado de Ui é dado por Ûi =
σ2

δ
β̂(Yi−α̂)+σ2

ε

β̂2σ̂2
δ
+σ̂2

ε

no qual σ̂2
ε = SYY − β̂XY . O valor de σ2

δ

é determinado pelo conhecimento da variabilidade de processos anteriores. Geralmente, sua
fixação não é considerado um problema, pois é comum ter conhecimento deste valor, a partir
da observação de processos passados, de especificações de equipamento de medição ou ainda
da própria experiência. A partir desses resultados, é possı́vel obter para o modelo funcional, as
variâncias e seus erros padrão da distribuição aproximada dos estimadores de α e β dado por

EP(α̂) =
√

nX2V̂ar(β̂)+σ̂2
Y

n e EP(β̂) =

√
SXX σ̂2

Y+β̂2σ2
δ

l2(n−1) , no qual o valor de X ,β̂ , SXX , e σ̂2
Y são dados

pela média de X e pelas equações (4), (5) e (7), respectivamente. E o valor de l pode ser obtido
por l = 1

n−1 ∑(Ui−U)2.
Quando se estuda duas ou mais variáveis, cuja relação é expressa pela Equação (1), o desvio

padrão de Yi (reta de regressão) passa a ser o afastamento médio e mı́nimo existente entre cada
ponto observado e a reta estimada (Ŷi), e é chamado de Erro Padrão da reta de Regressão, que
no caso do modelo funcional, um estimador pode ser dado pela raiz quadrada de (7), resultando
em σ̂2

Y = EP(Yi) =
√

1
n−2 ∑(Yi− Ŷi) , onde Ŷi é dada pela equação (3).

3 Resultados e discussão

Inicialmente buscam-se confirmar a suposição de que as variáveis apresentam uma boa
correlação linear, para tal, foi calculado o coeficiente de correlação de Pearson (r = 0,606)
e o valor do nı́vel descritivo (p-valor = 0,000), confirmando assim a existência de uma boa
correlação linear. O modelo de regressão, é necessário verificar se a variável resposta, que
neste caso é a Temperatura do Ar, segue uma distribuição normal. Para tanto foi feito o teste
de aderência de Kolmogorov-Smirnov para a Temperatura do Ar, onde pode-se verificar pelo
(p-valor ¿0,150), que a variável resposta segue uma distribuição normal. Como mencionado
anteriormente, o valor de σ2

δ
pode ser determinado pelo conhecimento da variabilidade de pro-

cessos anteriores, que está neste trabalho é de σ2
δ
= 1. A partir desses resultados, é possı́vel

obter para o modelo funcional, as variâncias e seus erros padrão da distribuição aproximada
dos estimadores de α e β . Na Tabela 1 é apresentado os valores dos estimadores obtidos, seus
respectivos erros-padrão e o modelo estimado.

A presença de erros de mensuração afeta a precisão dos estimadores, de forma à medida
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Tabela 1: Estimativa Obtida por Meio do Modelo de Regressão Funcional para σ2
δ
= 1.

σ2
δ

α̂ β̂ EP(α̂) EP(β̂) EP(Y ) Modelo Estimado(Ŷi)
1 23,493678 0,008453 0,113459 0,000505 0,402309 23,493678+0,008453Ui

que cresce, ou seja, o erro associado a variável X cresce, a estimativa do erro padrão do
modelo (Y ) também cresce. Também destaca que em amostras sujeitas a erros a utilização
do modelo clássico de regressão pode levar a problemas como: estimadores distintos da re-
alidade (inferências erradas), pois quanto maior o erro associado a variável , refletido em ,
maior será o erro padrão dos seus estimadores. Aplicando o modelo encontrado para exempli-
ficar uma estimação da Temperatura do Ar (em ◦C) em função da Radiação Global (para um
valor de 191,1737223 Joules/m2), tem-se: Temperatura do Ar = 23,493678+ 0,0084553 ∗
191,1737223 = 25,1096695◦C .

4 Conclusão

Este trabalho teve como objetivo apresentar um estudo prático da estimação dos parâmetros
do Modelo (capaz de estimar a Temperatura do Ar a partir da Radiação Global) com Erros
nas Variáveis (Funcional), tendo em vista a pouca divulgação deste tipo de modelagem, contri-
buindo desta forma para um melhor planejamento dos processos nas diversas áreas do conheci-
mento, que necessitem de modelagem estatı́stica.
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